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vergroflerung) sowie Ableseunsicherheit durch klei-
nes Signal-Rausch-Verhaltnis (z. B. bei Hy=7,05 kOe
oberhalb — 20 °C schlechter als 1:1). Unterhalb
etwa — 100 °C zeigt DPPH eine langsamere Signal-
vergroflerung als es nach Gl. (5) zu erwarten ist.
Neben der wachsenden Bedeutung von Gliedern ho-
herer Ordnung in Gl. (5b) konnte auch eine Ande-
rung der I — S-Wechselwirkung auftreten, denn auch
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das Verhalten der Spin-Gitter-Relaxationszeit in Ab-
hiingigkeit von H, éndert sich beim Ubergang zu
Temperaturen unterhalb — 100 °C 17,

Herrn Prof. Dr. H. O. Kneser danke ich fiir die stete
Forderung der Arbeit, Herrn Dr. F. Noack fiir niitz-

liche Diskussionen. Die Deutsche Forschungsgemein-
schaft half mit Sachmitteln.
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A system of interacting particles is treated by the methods of quantum mechanics. Among the
variables the three Euler angles are introduced which give the orientation of the system as a whole
in an inertial frame of reference. This allows an expansion of the Schriodinger eigenfunctions in
terms of elements of irreducible representations of the rotation group. This method, originally
suggested by Wigner, is extended to include particles with spin. Two and three particle systems,
one particle having spin 1/2, the rest being spinless, are treated explicitly. If the two spinless
particles are regarded as the core of a nucleus, the spin 1/2 particle as an extra nucleon, one can
compare this “three particle nuclear model” with other nuclear models. It permits calculations of
Nilsson diagrams and, compared with other models, a more straightforward adjustment of para-

meters to empirical data.

I. Eine Losungstheorie fiir drehinvariante
Systeme in der Quantenmechanik

1. Invarianzen des Hamilton-Operators

Fir die Losung eines Problems sehr wichtige
Eigenschaften sind die darin vorliegenden Symme-
trien. In der Quantenmechanik versteht man unter
der Symmetrie eines Systems die Invarianz seines
Hamilton-Operators gegeniiber Transformationen,
die bestimmte Parameter oder Koordinaten des Sy-
stems @ndern. Sind die Symmetrien bekannt, so er-
hélt man aus der Darstellungstheorie der entspre-
chenden Transformationsgruppen ein Ordnungs-
schema fiir die Eigenzustinde sowie Aussagen iiber
ihre Transformationseigenschaften. Dies ist bereits
moglich, bevor die Schrédinger-Gleichung gelost ist.

Im folgenden betrachten wir ein System von
Massenpunkten, in dem innere Krifte wirken. Die-
ses System denken wir uns isoliert in den homo-
genen und isotropen Raum gesetzt. Dann bleibt die
Form des Hamilton-Operators erhalten, wenn wir
das System verschieben oder drehen. Ferner besteht
Invarianz des Hamilton-Operators gegeniiber Spie-
gelung des Systems an einem beliebigen Punkt des

Raumes. Diese Invarianzen des Hamilton-Operators
nennen wir die ,dufleren Symmetrien“ des Systems.
Zu diesen kommen gegebenenfalls ,innere Sym-
metrien“, die dadurch entstehen, dal in einem Sy-
stem mehrere gleiche Teilchen enthalten sind. So ist
zum Beispiel der Hamilton-Operator eines Atoms
invariant gegeniiber Austausch von Elektronen.

Die dulleren Symmetrien bieten dann die wirk-
samsten Klassifizierungsmoglichkeiten fiir die Eigen-
zustinde, wenn ein System aus wenigen Massen-
punkten aufgebaut wird. Mit solchen Systemen hat
die Atom- und Kernphysik zu tun. Die Translations-
invarianz fiihrt zu einer Zustandsmannigfaltigkeit,
welche die kriftefreie Bewegung des Schwerpunktes
beschreibt. Aus der Drehinvarianz ergibt sich fir die
Eigenzustinde ein physikalisch interessantes Ord-
nungsschema, in dem der Begriff ,,Drehimpuls® eine
zentrale Rolle spielt, und in welchem anschliefend
noch weitere Symmetrien des Systems beriicksichtigt
werden konnen.

Wie sich die Drehinvarianz bei der Losung der
Schrodinger-Gleichung verwenden laft, ist, vergli-
chen mit der Translationsinvarianz, nicht so leicht zu
iibersehen. Eine Losungstheorie, welche bei beliebi-
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gen inneren Kriften anwendbar ist, findet sich bei
Wiener 1. Physikalisch betrachtet fithrt sie zu einer
Separation einer Rotationsbewegung des Gesamt-
systems, mathematisch zu einer Reduktion der An-
zahl der Variablen um drei.

Wir erweitern diese Losungstheorie durch Ein-
filhrung von Spinkoordinaten und wenden sie an
auf ein System von drei Teilchen, in welchem ein

Teilchen den Spin 1/2 trigt.

2. Beschreibung eines Systems durch Koordinaten

a) Reduziertes System

In den Schwerpunkt unseres Systems von Massen-
punkten legen wir ein raumfestes Achsenkreuz XYZ.
Die Lagen der Massenpunkte m,, ..., my beschrei-
ben wir durch die Vektoren 8,,..., 8y, die wegen

N
> m;8;=0 nicht unabhingig sind. Die einfachste
i=1

Maoglichkeit, unabhingige Koordinaten einzufiihren,
ist die, dal man N —1 Vektoren aus den Vektoren
8,,...,8y auswahlt und den verbleibenden Vektor
mit Hilfe der Schwerpunktsrelation ausdriickt. Wenn
man mit diesem Satz von Koordinaten die kinetische
und potentielle Energie des Systems, T und U, be-
rechnet, so erhélt man fiir T’ eine homogene quadra-
tische Form der entsprechenden Impulse p;, in der
auch gemischte Terme p; Py auftreten, und fir U
einen mehr oder weniger komplizierten Ausdruck.

Ob und auf welche Weise sich die Zusatzterme
Pi P bewiltigen lassen, hingt ganz von der Art des
Systems und den darin vorkommenden Massenver-
hiltnissen ab. Gelegentlich ist es moglich, die Zu-
satzterme wegen ihrer kleinen Koeffizienten durch
Naherungsmethoden zu beriicksichtigen. Bei etwa
gleich grolen Massen, wie sie in Kernmodellen auf-
treten, empfiehlt es sich jedoch, Koordinaten einzu-
fithren, bei denen die gemischten Terme wegfallen.
Das mathematische Problem wird dann in die po-
tentielle Energie U verlagert. Da es verhaltnismaBig
einfach ist, physikalisch iiberschaubare Naherungs-
methoden fiir einen komplizierten Ausdruck der po-
tentiellen Energie zu entwickeln, besteht Hoffnung,
im Rahmen einer Storungsrechnung zu einer brauch-
baren Losung zu gelangen. Dies wird gerade in der
Kernphysik zutreffen, da die ungeniigende Kenntnis
der Kernkrafte zu mathematisch wirksameren Nahe-
rungen berechtigt.

1 E. P. Wiener, Group Theory, Academic Press, New York
1959.
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Fiir ein System aus zwei Massenpunkten sind die
Koordinaten, welche die von uns gestellten Bedin-
gungen erfiillen, allgemein bekannt. Der Abstands-
vektor #; zwischen den Massenpunkten m; und m,
gibt der kinetischen Energie die Form:

1 2
s 2/‘1’)1 ’

P, ist der zu t; kanonisch konjugierte Impuls und
1y =my my/(m;+my) die sogen. reduzierte Masse.

Abb. 2. Reduziertes System (Ersatzbild).

Fir ein groferes System findet man Koordina-
ten mit entsprechenden Eigenschaften nach folgender
Methode: Wir gehen aus von den Massenpunkten m,
und m,, deren Abstandsvektor &, von m; nach m,
gerichtet sei. Ein weiterer Vektor , soll vom Teil-
schwerpunkt s der Massenpunkte m; und m, zum
Teilschwerpunkt S” der iibrigen Massenpunkte zei-
gen. Es kann dann so fortgefahren werden, dafl wir
den Massenpunkt ms mit dem Teilschwerpunkt S”
des aus N —3 Massenpunkten bestehenden Rest-
systems durch den Vektor 3 verbinden, usw. Wir
gelangen auf diese Weise zu einem Ausdruck fiir 7,
der formal mit demjenigen unabhéngiger Einzelteil-
chen mit den Massen ;,...,uy_1 libereinstimmt,
welche durch die Ortsvektoren &, ..., ty_; in unse-
rem bisherigen raumfesten Koordinatensystem be-
schrieben werden:

N=1

T= 2

1
i=1 2 M P
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Das hinsichtlich der kinetischen Energie zum wahren
System (Abb. 1) dquivalente System (Abb. 2), wel-
ches in unserem Beispiel durch die Massenpunkte

e ST _ (mytmg) m’
17 mi+m,’ 27 mytmet+m’
”
mgm my my
=—— Uy = ———
M3 my+m”’ ! 4 my+ms

mit m’ =mg + my + ms und m” = my + my aufgebaut
wird, heile ,reduziertes System“; die Grollen w;
nennen wir ,,reduzierte Massen®.

Wir werden im folgenden nur noch dieses redu-
zierte System beniitzen, miissen aber beachten, daf}
bei der Aufstellung des Ausdruckes fiir die poten-
tielle Energie die Abstinde zwischen den Massen-
punkten dem wahren System zu entnehmen sind.

b) Systemgebundenes Koordinatensystem

Wenn ein starres Gebilde vorliegen wiirde, dann
liee sich seine Lage in einem raumfesten Koordina-
tensystem XYZ allein durch die Vektoren t; und &,
angeben. Mit diesen zwei Vektoren kénnen wir ein
Koordinatensystem, welches mit dem System ver-
bunden bleibt, auch dann definieren, wenn seine
innere Struktur verdnderlich ist. Wir nennen dieses
Koordinatensystem, das beim starren Korper als
korperfestes Koordinatensystem bezeichnet wird, im
allgemeinen Falle variabler Konfiguration ,system-
gebundenes Koordinatensystem®.

Seine genaue Definition ist die folgende: Ursprung
des raumfesten Koordinatensystems XYZ und Ur-
sprung des systemgebundenen Koordinatensystems

H3 (5,9, 95

X

Abb. 3. Definition von inneren und d@ufleren Koordinaten.

H. NAPFEL

X'Y'Z" sollen zusammenfallen. Die Z’-Achse habe
die Richtung von t;; die X"-Achse soll in der Ebene
der Vektoren t; und &, liegen, und zwar so, daf} i,
eine positive X'-Komponente aufweist.

Die Lage des systemgebundenen Koordinaten-
systems X'Y’Z’ ist bestimmt durch die Richtung der
Vektoren t; und t,, die man zunéchst durch ihre
Azimut- und Polarwinkel, ndmlich ¢;, @, und 9,, ¥,
darstellen kann. Statt dieser GroBen werden im fol-
genden die drei Eulerschen Winkel a, £, y zur Orien-
tierung des Koordinatensystems und als vierte Grofle
der Winkel u zwischen #; und i, eingefithrt. Der
Ubergang zu dem neuen Satz von Koordinaten ist
abgeschlossen, wenn nach obiger Substitution alle
weiteren Koordinaten, die zur Fixierung des Sy-
stems notig sind, auf das X'Y’Z’-System bezogen
werden. Wir verwenden fiir diese Koordinaten spha-
rische Polarkoordinaten ¢, ¥/, ¢;"; die Striche deu-
ten an, dafl die Lagen der Massenpunkte relativ zum
X'Y'Z-System gemessen werden (siehe Beispiel
Abb. 3).

Das Ergebnis dieser Koordinatenwahl ist eine
Teilung in systemeigene oder ,innere“ Koordina-
ten, welche die Gestalt des Systems angeben, und in
»aullere“ Koordinaten, welche das Gesamtsystem
orientieren und mit dem Inertialsystem verbinden.

Bei der Definition des Koordinatensystems X'Y’Z’
werden die beiden Massenpunkte m; und m, ausge-
zeichnet; ein solches Vorgehen wird physikalisch
dann nahegelegt, wenn sich zwei Bausteine hierzu
vorteilhaft anbieten. Beispiele dafiir finden sich im
Bereich der Kern-, Atom- und Molekiilphysik.

Die von uns dargestellte Einfithrung der Koordi-
naten f; und &, ist vollstandig bei einem System mit
drei Teilchen. Da sich von hier aus durch Erweite-
rung der Hamilton-Operator von groBeren Systemen
in einfacher Weise gewinnen lafit, steht die Unter-
suchung des Drei-Teilchensystems stellvertretend fiir
Systeme mit mehreren Teilchen, was seine ausfiihr-
liche Behandlung rechtfertigt.

3. Aufstellung der Schrodinger-Gleichung

Wie sich der Hamilton-Operator fiir ein System
von mehreren Teilchen gewinnen laft, wird im
Grundprinzip in 2 gesagt: als erstes hat man die
klassische Hamilton-Funktion in den gewahlten Ko-
ordinaten und den dazu gehorenden Impulsen auf-

2 H. Nirerer, H. Ruper u. H. Voiz, Z. Naturforsch. 23 a, 199
[1968].
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zustellen; in einem zweiten Schritt mul die Hamil-
ton-Funktion in den Hamilton-Operator iibersetzt
werden.
Im vorliegenden Fall sieht der erste Schritt un-
seres angegebenen Verfahrens folgendermaflen aus:
In den in Kap. I, Abs. 2 a, gegebenen Ausdriicken
fiir die kinetische und potentielle Energie
N-1 oy
T= > é—;pf und U=U(#y,...,ty_1) (1)
i=1 ¢
fithren wir zunédchst die spharischen Polarkoordina-
ten ¢;, ©¥;, @; mit den entsprechenden kanonisch kon-
jugierten Impulsen p:,, ps,, py ein:

r_'s L Pt (3t 3~—2ﬂ 2)
= 2 Dt 12 D o sinzﬁip‘p‘ ’
U=U(t1’-°"tN—l901,"',ﬁN—19¢17'-"¢N—1)-

Diese Schreibweise erleichtert die Einfithrung der
Variablen von Kap. I, Abs. 2 b, wesentlich, da T die
Winkelkoordinaten und die entsprechenden Impulse
nur in der Form der Drehimpulsquadrate I;? der
Massenpunkte u; enthalt:

N—1
Z i.(Ptg"*' %2”12)

T =
S 2w

. 1

mit li2=p,%,+*s'i’r'12*19*ipg,.

Die potentielle Energie, die bei der Umrechnung
keine Schwierigkeiten bereitet, wird im folgenden

nicht naher betrachtet.

Die Substitution der Radialkoordinaten #; und der
Impulse py, ist gegeben durch:

ti—t{=t; und ps — p1.=ps -

Zur Substitution der Winkel stellen wir die Dreh-
impulse l; durch die Komponenten l;x’, l;y’, liz’ be-
ziiglich des systemgebundenen Koordinatensystems
X'Y’Z" dar, welche Funktionen der Winkel a, £, 7, u,
Py ey On_1s @35...,py_1 und der entsprechen-
den Impulse sind, und nach unserem in 2 angege-
benen Verfahren bestimmt werden konnen. Wegen

12=0x + By + Bz =12
lautet dann der Ausdruck fiir die kinetische Energie

S it ). ®

e 3 =

i=1

Bei den von uns gewihlten Koordinaten sind die
Drehimpulse 1}’ m1t 2<i < N-1 und der Gesamt-

drehimpuls U= Z l/ einfache Ausdriicke, I,” und
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vor allem I, kompliziertere GréBen. Es empfiehlt
N—1

sich daher, mit Hilfe der Beziehung I/=1"— > I/
i*1

den Drehimpuls 1, zu eliminieren und hierdurch
den Gesamtdrehimpuls in (3) einzufiihren.

Auf diese Weise erhalten wir fiir die kinetische
Energie eine in den Impulsen homogene quadratische
Form, wie sie fiir die Schrodingersche Ubersetzungs-
vorschrift benotigt wird.

4. Losungstheorie
a) Transformationsverhalten der Eigenfunktionen

Wir betrachten ganz allgemein zwei gegeneinan-
der verdrehte Koordinatensysteme XYZ und X'Y’Z’,
deren gegenseitige Lage eindeutig durch die Euler-
schen Winkel a, 5, y bestimmt ist. Die Koordinaten
g im XYZ-System sind mit Hilfe einer Matrix R,
welche von den Eulerschen Winkeln abhingt, den
Koordinaten ¢ im X'Y’Z’-System zugeordnet. Eine
Eigenfunktion ¥ (q), deren Variable im XYZ-Sy-
stem definiert sind, erscheint im X'Y’Z’-System als
neue Funktion ¥’(q’), so daB die Gleichheit der
Funktionswerte gilt: ¥’(q") = ¥ (q). Das gibt An-
laB}, einen Drehoperator Dy zu definieren, der im
X'Y'Z'-System aus ¥’(q’) die Funktion ¥ (q’) er-
zeugt: Dp W' (q") =¥ (q). Es folgt dann:

Y(q¢)=Dr¥(q).

Bei Drehinvarianz des Hamilton-Operators ist dieser
mit dem Drehoperator Dp vertauschbar.

Ein Kennzeichen drehinvarianter Systeme ist die
(2j+1)-fache Entartung der Energieeigenwerte.
Die 2 j + 1 Eigenfunktionen sind durch die Quanten-
zahlen j und u des Gesamtdrehimpulses und seiner
Z-Komponente klassifiziert. Da der Satz der Eigen-
funktionen des Hamilton-Operators vollstandig ist,
kann jede Funktion Dy ¥;,(q) nach den 2j+1
Eigenfunktionen entwickelt werden:
ZD (R) ¥}, (q),

DRTJu(q) U= —Jreres].

(4)
Die Koeffizienten D7, (R) sind die Matrixelemente
der irreduziblen Darstellung der dreidimensionalen
Drehgruppe. Sie lassen sich aus gruppentheoretischen
Uberlegungen bestimmen (WieNer!, Rose3) und
diirfen als bekannte Groflen betrachtet werden.

3 M. E. Rose, Elementary Theory of Angular Momentum,
John Wiley & Sons, New York 1963.
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b) Interpretation der Transformation

Aus den Gln. (4) erhalten wir durch Auflosen
nach den Funktionen ¥;,(q)

T]’u(q) = _Z’]D;w(R)’ Tiv(q,)s m=—j.. - (5)
Wenn wir darin die Variablengruppen ¢ bzw. ¢ als
Koordinaten in ein und demselben Koordinaten-
system (XYZ) auffassen, so besagt Gl. (5), daB
wir aus der Kenntnis der Funktionswerte ¥;,(q")
der Stelle ¢" die GroBe ¥;,(q) an all den Stellen
angeben konnen, die durch die Transformation R
von ¢  aus erreicht werden. Diejenige Variablen-
gesamtheit aus der Variablengruppe ¢, die es er-
laubt, ¥;,(¢) im gesamten Definitionsbereich ge-
mél} (5) zu berechnen, heilt nach WieNer ,,Grund-
gebiet“ und sei mit {q,} bezeichnet.

Werden dagegen die Koordinaten ¢ bzw. ¢" auf
das XYZ-System bzw. X'Y'Z’-System bezogen, so
konnen wir die Funktionen ¥;(q") in (5) als
Eigenfunktionen auffassen, welche das physikalische
System vom X'Y’Z’-System aus beschreiben; dann
sind sie auch Eigenfunktionen zu den Drehimpuls-
operatoren beziiglich der Koordinatenachsen des
X'Y'Z'-Systems. Um das zu verdeutlichen, ersetzen

wir in (5) das Symbol ¥;,(¢") durch ¢;,(q):

N

Tiu(q) =”_Z_wa (R)*(piv(q,)’ K= —Jseues]. (6)
Unser Ziel ist die Angabe aller Funktionswerte
¥,.(q) im XYZ-System. Dazu geniigt es, die 2 j + 1
Funktionswerte @;,(g,") eines Teils der Variablen-
gruppe ¢, der gerade die GroBe des Grundgebietes
ausmacht, zu kennen.

Die Variablen der Grundgebietes lassen sich leicht
angeben. Die in Kap. I, Abs. 2b, eingefiihrten inne-
ren Koordinaten stellen gerade die Variablengesamt-

heit {q,’} dar, welche zusammen mit allen mog-

lichen Drehungen des Koordinatensystems X'Y'Z’
alle Konfigurationen des Systems beschreibt. Wir
nennen deshalb die Funktionen ¢;,(g,") innere
Funktionen®.

Die Eigenfunktion ¥;,(q) enthalt dann als Argu-
mente genau die Koordinaten, welche wir in Kap. I,
Abs. 2, zur Beschreibung drehinvarianter Systeme
gewihlt haben. Wir kommen somit fiir die zu be-
trachtenden Systeme zu einem Losungsansatz der
Form

¥,(9) = Soulas) D @f)*. (D)

#=—]

H. NAPFEL

Der Ansatz ist gekennzeichnet durch die Quanten-
zahlen j bzw. u des Gesamtdrehimpulses bzw. seiner
Z-Komponente; die Indizes »= —j,...,j sind die
Quantenzahlen der Z’-Komponente des Gesamtdreh-
impulses. Da die noch zu bestimmenden inneren
Funktionen davon unabhiéngig sind, wie das System
im Raum orientiert ist, entspricht dieser Ansatz einer
Separation in innere Bewegung und Rotationsbewe-
gung des Gesamtsystems.

c) Erweiterung des Losungsansatzes auf nicht-
geometrische Koordinaten

Vorerst enthélt unser Losungsansatz nur die
Lagekoordinaten der Massenpunkte als Argumente.
Da sich die Bausteine von Systemen im atomaren
Bereich wegen des Spins nicht wie einfache Massen-
punkte verhalten, sind unsere bisherigen Betrachtun-
gen noch unvollstandig. Wie die zugehérigen ,,nicht-
geometrischen“ Koordinaten in Ansatz (7) zu be-
riicksichtigen sind, zeigen die folgenden Uberlegun-
gen.

Wir gehen von dem unter b) gewonnenen Ergeb-
nis aus, dafl ndmlich im Lésungsansatz (7) die Ent-
wicklungskoeffizienten oder inneren Funktionen g,
Eigenfunktionen im X'Y’Z’-System darstellen; nur
der Variabilititsbereich der Argumente ist auf {g, }
eingeschriankt. Wegen unserer Interpretation erschei-
nen die nichtgeometrischen Koordinaten als zusitz-
liche Argumente der inneren Funktionen; vor allem
finden sich spezielle Eigenschaften der Eigenfunktion
¥,;, bei den inneren Funktionen ¢;, wieder [Gl.
(6)]. Falls zum Beispiel die Eigenfunktion ein Pro-
dukt aus Orts- und Spinfunktion (letztere in Spinor-
form) ist, so gilt dies auch fiir die inneren Funk-
tionen. Bei der Ubertragung auf die Funktionen ¢;,
miissen wir nur beachten, wie sich solche Eigenschaf-
ten beim Ubergang zum systemgebundenen Koordi-
natensystem transformieren.

Wenn im systemgebundenen Koordinatensystem
Spinoren %’(s,¢”) auftreten, dann gehen diese aus
den Spinoren % (s, o) des raumfesten Systems gemif
den Transformationsgleichungen fiir Drehimpuls-
eigenfunktionen (4)

12 (s,6") = XD (aBy) x(s,0), ' = —5,...,5

o=-s
hervor; hier sind die GroBen s und ¢ bzw. o’ die
Quantenzahlen des Gesamtspins und seiner Z- bzw.
Z'-Komponente. In den inneren Funktionen erschei-
nen daher die Eulerschen Winkel als Argumente der
Matrixelemente D3, .
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Da unser Losungsansatz eine Separation der
Orientierung des Systems, also der Eulerschen Win-
kel zum Ziel hat, miissen die GroBen DJ,, den Ma-
trixelementen DJ, zugeschlagen werden, so daB die
Wellenfunktion ¥;, nach allen méglichen Produkten

25 *Di5, entwickelt wird. Einzelheiten hierzu wer-
den zwei Anwendungen dieser Losungstheorie auf

Systeme mit einem Spin-1/2-Teilchen bringen.
d) Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung

Gehen wir mit dem oben gewonnenen Losungsan-
satz in die Schrédinger-Gleichung ein, so zerfallt diese
wegen der linearen Unabhingigkeit der D%, Di) in
ein System von Differentialgleichungen in den inne-
ren Koordinaten, welches die Funktionen ¢;, mit-
einander verkoppelt. Wir werden dieses Differential-
gleichungssystem nicht allgemein diskutieren, son-
dern beschrianken uns darauf, die Grundziige der Be-
handlung groflerer Systeme am Drei-Teilchen-System
zu erldutern.
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II. Anwendung der Losungstheorie auf Systeme
mit zwei und drei Teilchen

Im Zwei-Teilchensystem sei der Massenpunkt m, ,
im Drei-Teilchensystem der Massenpunkt mg mit
einem Spin s = 1/2 versehen.

Das Zwei-Teilchensystem soll die Anwendung der
von uns entwickelten Losungstheorie erldutern und
kann als Modell des Wasserstoffatoms betrachtet
werden, wenn die Massenpunkte m; und m, Proton
und Elektron darstellen; dabei wird die Spin-Bahn-
Wechselwirkung des Elektrons mitgenommen. Wir
filhren die Behandlung dieses Systems etwas aus-
fiihrlicher durch, damit wir uns im Fall des Drei-
Teilchensystems kiirzer fassen konnen. Eine entspre-
chende Losungstheorie ohne Beriicksichtigung des
Spins ist bei WieNer ! zu finden.

Das Drei-Teilchensystem wird zunéchst ohne spe-
zielle Annahmen iiber die Wechselwirkung der Mas-
senpunkte behandelt. In Kap. III dient es dann als
Modell fiir gewisse Atomkerne, die man sich aus
Rumpf und Aufennukleon aufgebaut denkt.

1. Zwei-Teilchensystem

Fir N=2 lautet der Hamilton-Operator in den von uns eingefiilhrten Koordinaten: H = H,+ Hgp;
darin ist
ez

’

'

Hy— ﬁz[az 2 3 1(32 3, 1 az)

~ 2w o T ey T \ap TP g T g v
und der Term Hgg beschreibt die Spin-Bahn-Wechselwirkung.
Nach unserer Losungstheorie sind die Eigenzustinde des Systems primar gekennzeichnet durch die halb-

zahligen Quantenzahlen j und u des Gesamtdrehimpulsoperators und seiner Z-Komponente. Der Lo-
sungsansatz hat die Gestalt:

i .
Tjuz Z‘P}'v(tl’; S=%, 0’= %9 = %) D;&” (aﬂ}’)’-
p==f
Die Argumente der inneren Funktionen ¢;, sind die Radialkoordinate #,’, sowie die Spinkoordinaten s
und ¢’. Letztere sind die Quantenzahlen des Spinoperators S und seiner Z’-Komponente S, im system-
. avidr 24
gebundenen Koordinatensystem X'Y'Z’.

Im folgenden wird H, als ungestorter Hamilton-Operator, Hgp als Storoperator betrachtet. Da in H,, der
Spinoperator nicht vorkommt, sind die Funktionen ¢;, in die Radialfunktionen R; (") und die Spin-
funktionen ¢y, % (s=3%,0"=%) ¢, 4 (s=%,0 = — %) zerlegbar. Die Spinoren y'(33) und %' (3 — %)
sind Eigenzustinde der Spinoperatoren S, und 82; fiir die Konstanten c;;, und cg;, folgt aus der Normie-
rung von ¥;,: > |eij, |2+ |cej [2=1. Dann erhalten wir fiir die zweikomponentigen inneren Funktionen

als Ansatz:
@i =c1j Ry (t)) 4 (33) +oi Ry (1) 2 (3 —3) .

Wihlen wir fiir die Spinoren des raumfesten Systems XYZ die iibliche Darstellung x(%%) = (¢) und
%2(3 — %) = (1), und schreiben wir Ry;, bzw. Ryj, fiir ¢;;, R;, bzw. cs;, Rj, , so nehmen die inneren Funk-
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tionen die Gestalt an:
. (Dis(aBy) . (Di-3 (@87)
®jv =Ry (1) ( i + Ra;, (2,) ( ’ ; .
D_j; (aBy) D_i;(aBy)
Die Anzahl der 2(2j+1) unbekannten Funktionen Ryj,, Rs; ldBt sich reduzieren, indem wir zwei
Eigenschaften des Hamilton-Operators ausniitzen.

a) Der Hamilton-Operator H, enthalt nur die beiden Eulerschen Winkel o und £; daher darf die Wellen-
funktion vom Winkel y nicht abhingen. Betrachten wir die Produkte
Yo (aBy) Dis(aBy)*=eid?, (B) e~ e di, (B) e

mit 0, 6'= — }, % und u, v=—j,...,j, so ist dies nur erfiillbar, wenn fiir die Radialfunktionen Rj;,,
Ryj, gefordert wird:
Ryj,=0 fiir alle v 1,

Fir die Eigenfunktion 7}, folgt dann:

Ry, =0 fiir alle v== — %.

DI, \ .. Di, \._ .
Tju=Rli%< "3 )DL% +R2i—%< ‘g )DL—%- (8)
. £ Dfy

b) Der Hamilton-Operator H| ist invariant gegeniiber Spiegelung des Systems am Koordinatenursprung.
Daher konnen die Eigenzustinde ¥;, entsprechend den Eigenwerten «w= 1 des Spiegelungsoperators I
klassifiziert werden. Wir bezeichnen mit ¥, den Eigenzustand mit gerader Paritdt, mit ¥j, denjenigen
mit ungerader Paritit. Die Zustidnde ungleicher Paritit unterscheiden sich moglicherweise in den Radial-
funktionen: bei gerader Paritit liegen die Funktionen Ri7; und R5_; vor, bei ungerader Paritit die Funk-
tionen Ri;: und Ry;_;.

Die Spiegelung des Systems ist definiert durch die Koordinatentransformation:

f— E:n -p.
Die Spinoren x(%%) = (§) und x(% — %) = () gehen bei dieser Operation in sich selbst iiber. Mit der
Beziehung dJ, (m—pB) = (—1)i*#df_, () ergibtsich fiir die bei dieser Transformation wesentlichen
Bestandteile von (8):
Dg} (.’ft—f-a,ﬂ—-ﬂ, 7) ’D;l}.('n"'a’ J"l—-ﬂ, Y)* = (_ 1)].——é D3—§ (aﬂ}’) ’Dil—é (01137)*,
Di_i(n+a,a—B,7) Di—y(+a,a—p,7)* =(-1)I"2 D}, (afy) Diy (af7)*.
Mit diesen Ergebnissen liefert die Anwendung des Spiegelungsoperators I auf ¥7; :

195 =(-1)"¥R3-, 7/ 33) Dii +R5 7' (3 — 1) Di-y) .

2z

’ P ¢ -
tl —)tl =t1; a—> o=+ a;

Diese Gleichung zeigt, welcher Bedingung die Ra-
dialfunktionen geniigen miissen, damit der Losungs-
ansatz Eigenzustinde definierter Paritdt darstellt;
es muf} sein:

Riji (6) = £ (=113 R5, (1)).

Der Losungsansatz mit gerader bzw. ungerader
Paritit lautet somit:

YE-RE[Y (33 Divt (-1)i~2y (3—3%) Di_,l.
(9)

Als nichstes beriicksichtigen wir im Losungsansatz
eine weitere Eigenschaft des Hamilton-Operators H.

Der Ausdruck in den runden Klammern von H, ist
bis auf den Faktor — k2 gleich dem Bahndrehimpuls-

operator L?> des Massenpunktes 1, den man ge-
wohnlich aus den Komponenten Ly, Ly, Ly beziig-
lich der Achsen des raumfesten Koordinatensystems
XYZ gewinnt. Das systemgebundene Koordinaten-
system X'Y’Z’ bietet die Moglichkeit, den Bahndreh-
impulsoperator des Systems durch die Komponen-
ten Ly, Ly’, Ly beziiglich der Achsen X', Y’, Z’ dar-
zustellen: L2=Lx?+Ly?+Ly2 Explizite Aus-
driicke fiir diese Komponenten in den von uns ge-
wihlten Koordinaten findet man beispielsweise in 2.
Beachten wir, da8 ¥;; die Variable y nicht enthilt,
so ergibt sich fiir Hy der Ausdruck:

Kt [ Q2 2 9
Ho= = g (oo + 1 3)

1”7 le _ e?
2y ) 4y

’ .

(10)
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Der Hamilton-Operator H,, ist mit dem Operator
L vertauschbar. Daher kann der Ldsungsansatz
(9) noch so gewahlt werden, dal er Eigenzustand
von L’ ist und zum Eigenwert k2 [(I+1) gehort.

Bei der Anwendung von L2 auf ¥j; kommen
Ausdriicke der Art L'2(D%,» DJ;) vor; zu ihrer Be-
rechnung zerlegen wir den Operator L2 in

L2=}(L,L+L_"L,") + Lz

Mit den Beziehungen !+ ¢

mit Li'=LytiLy, (11)
Lz’ D,’,: =hv Df:,,
ergibt sich dann:
L2V =r*{(j—- )+ (12)

+ G+ HIF(-1)i7]} PE,
d.h. ¥ ist Eigenzustand zu L.

Da j halbzahlig ist, konnen vier Fille unterschie-
den werden:

gerade Paritit (7= +1)u.j=I+3(=0,2,4,...),
gerade Paritit (n= +1)u.j=1-%(1=2,4,6,...),
ungerade Paritit (7= —1)u.j=I+3%(l=1,3,5,...),
ungerade Paritit (n= —1)u.j=1-3%(=1,3,5,...).

Als Eigenwerte erhélt man immer h2I(l+1); die
Paritit @ des Losungsansatzes wird also durch die
Quantenzahl des Bahndrehimpulsoperators bestimmt:
7= (—1)% Umgekehrt ist bei vorgegebenen j und
die Quantenzahl [ eindeutig festgelegt. Es erscheinen
also bekannte Ergebnisse unter einem ganz neuen
Aspekt.

Wird der Losungsansatz ¥ mit gerader bzw.
ungerader Paritét in die Schrodinger-Gleichung ein-
gesetzt, so folgt unmittelbar fiir die Radialfunktio-
nen: Ri}y=Rij; zu ihrer Bestimmung bleibt eine
Eigenwertgleichung iibrig, deren Losungen die
Laguerreschen Polynome sind.

SchlieBlich soll noch die Spin-Bahn-Wechselwir-
kung des Teilchens m, als Storung beriicksichtigt
werden. Wir setzen sie wie iiblich in der Form eines
Skalarproduktes an, also Hsgp=C LS, wobei im
Falle des Wasserstoffatoms

e? 1
C=2uzess
ist. Fiir die Anwendung unserer Losungstheorie ist
die Einfithrung der Drehimpulsoperatoren L' und S’

4 F. Reicae u. H. RapemacrEr, Z. Phys. 39, 444 [1926].
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beziiglich der Achsen des systemgebundenen Koordi-
natensystems notwendig. L’ ist in 2 gegeben, S er-
hélt man durch Transformation der Paulischen Spin-
matrizen 3:

r_ o5 —sin *e~ia(1+cos f)
S+'= e 7<¢ eiz(1 F cos f) sin § ),
. k[ cosfp eiasinf
Sz = 2 (efasinﬁ —cos (13)
mit Si,=SX’iiSy’.

Man sieht aber, daB die Operatoren L’ und S’ im
Gegensatz zu L und S nicht miteinander vertausch-
bar sind. Durch Verifizieren bestdtigt man, daf}
S’-L’=L-S ist, wobei auf der linken Seite die Rei-
henfolge der Faktoren zu beachten ist.

Die Ergdnzung von H, durch den Term Hgg én-
dert die Symmetrieeigenschaften des Systems nicht;
die Klassifizierung der Eigenfunktion ¥ nach den
Quantenzahlen j, u, 7 bleibt also erhalten. Nach der
gleichen Methode wie in (12) wird nun Hgp ¥jE
berechnet. Das Ergebnis lautet:

2 5
Hyp PF =C2 {12 (-1)4(j+ D)) 5.
(14)

Ersetzt man in (14) die Zeichen * durch (—1)¢,
so folgt fiir den Erwartungswert des Operators Hgg:

l fiir

2 j=1 %1
)= () 5| hq) o STl

fiir j=I1-%.

Unsere Losungstheorie liefert also die gleichen
Ergebnisse wie die allgemein iibliche Behandlung
des Zwei-Teilchensystems.

Nach dieser Vorbereitung wenden wir uns der Lo-
sung der Schrodinger-Gleichung des Drei-Teilchen-

systems zu.

2. Drei-Teilchensystem

a) Hamilton-Operator

Fir N=3 sind in Abb.3 alle zur Beschreibung
notwendigen Koordinaten definiert. Zur deutlicheren
Unterscheidung der Radialkoordinaten ersetzen wir
t,” durch o und ¢,” durch r. Uber die Krifte zwischen
den Massenpunkten werden vorerst keine speziellen
Annahmen gemacht, die potentielle Energie des Sy-
stems U ist also irgendeine Funktion der inneren
Koordinaten i, r, u.

Der Hamilton-Operator wird gewonnen, indem
man die Hamilton-Funktion nach Kap. I, Abs. 3, auf-
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stellt und mit Hilfe des Schrodingerschen Verfahrens
in die Quantenmechanik ibersetzt. Werden in die-
sem noch die Operatoren des Gesamtbahndrehimpul-

H i
0= T o T @z [9]
o1
T 2u0t
Dabei bedeuten:

[e]l = 8%(92 aao)

,2[] (2,u@+2/4 F)(h2[u]

{L,’{h % tootuly| +L./ [_h . +cotuLz'“ 1Mo, 7, 1),

n-2(+2). -
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ses im systemgebundenen Koordinatensystem ein-
gefiihrt, so hat der Hamilton-Operator H,, des Drei-
Teilchensystems folgende Gestalt:

1
sin? u

2 “717 2 2
LZ,) g L2-2LE)
(15)

R
smuau .

sinu 3

An dieser Stelle seien noch drei weitere Abkiirzungen vermerkt, die erst in (25) und (26) verwendet

werden:
h2
= mg g

Der Hamilton-Operator H, soll auch hier durch
einen Storterm Hgg=C Ly S erweitert werden, der
die Spin-Bahn-Wechselwirkung des Teilchens mg be-
schreiben soll; darin ist C eine Konstante, L, der
Bahndrehimpulsoperator, S der Spinoperator des
Massenpunktes @, im raumfesten Koordinaten-
system. Analog zu den Uberlegungen in Kap. II,
Abs. 1, miissen die Drehimpulsoperatoren L,” und
S’ im systemgebundenen Koordinatensystem einge-
fiihrt werden. Die Komponenten von L,  ergeben
sich nach ? aus infinitesimalen Drehungen um die
Achsen des systemgebundenen Koordinatensystems
zu

h )
Lgx'=-—TCOtu>a;,
s 2 e e, (17)
L2Y=iau’ L?Z—iay,

die Komponenten von S’ ergeben sich wie in (13).
Man verifiziert, dall auch hier der Storterm die
Form Hgg=C S’-L," annimmt, wobei wiederum die
Reihenfolge der Faktoren zu beachten ist.

Der gesamte Hamilton-Operator ist also:
H=H,+Hgg. (18)
b) Lésungsansatz

Der Losungsansatz fiir das durch (18) gegebene
System lautet:

(S

i
Tju=_§:_;pjv(0,r9u;s=%,o=% - )

“Diw (aB7)* (19)
Im ungestorten Fall, d.h. Hgg=0, lassen sich die
inneren Funktionen in der Form schreiben:

=3 (Chleru) 7 (D) +Chlerw) ¥ (1-1).
(20)

h2

=m, D=A+B.

(16)

i, und Gi, sind Funktionen der inneren Koordi-
naten g, 7, u, die zweikomponentigen GroBen y' (3%
und %' ($—3) Funktionen der Eulerschen Winkel
a, B, 7.

c) Klassifizierung des Losungsansatzes durch
weitere Symmetrien

Der Hamilton-Operator ist invariant gegeniiber
Spiegelung des Systems am Koordinatenursprung.
Folglich gibt es Losungsansitze mit gerader bzw.
ungerader Paritit, die mit ¥j; bzw. ¥, bezeichnet
seien. Bei Spiegelung bleiben die inneren Koordina-
ten unverdndert, die duBeren Koordinaten a, f, ¥
gehen tber in 7 +a, @ — B, 7 — y; die Spinkoordina-
ten verhalten sich wie in Kap. II, Abs. 1. Damit der
Losungsansatz Eigenzustand des Spiegelungsopera-
tors I ist, miissen die inneren Funktionen G, und

}, die folgenden 2 j+ 1 Gleichungen erfiillen:

G, =2 [=1)F"B", ¥= —fes]. (BL)
Damit 1aBt sich die Anzahl der 2(2j+1) inneren
Funktionen auf 2 j+ 1 reduzieren. Beim Einsetzen
von (20) in (19) unter Berticksichtigung von (21)
erweist es sich als vorteilhaft, folgende zweikompo-
nentigen Funktionen einzufiihren, die nur von den
dulleren Koordinaten abhéngen:

It =5 {4 @) Dix £ (- 1)i~ ¥’ (3—3) D%},

1) DEF (-1)i~y(33) Dit,},
v=13%,..007. (22)

1/2

J'i_i
2uv —

AAC

Man erhilt dann als Losungsansatz mit gerader bzw.
ungerader Paritat:
7 Z (G i +

=% . (23)



LOSUNGSTHEORIE FUR MEHRTEILCHENSYSTEME MIT SPIN

Wir untersuchen bereits hier den fiir Kap. III
wichtigen Fall, dal Teilchen 1 und 2 gleich sind.
Dann ist eine weitere Symmetrie des Systems die
Invarianz seines Hamilton-Operators gegeniiber Aus-
tausch der Teilchen 1 und 2. Dementsprechend laBt
sich die Losungsmannigfaltigkeit (23) in symmetri-
sche (s) und antisymmetrische (a) Lésungen ein-
teilen.

G (n—u) = £ (= 1) 365 (w),
Gig* (n—u) = F (— 1) GE* (w),

d) Differentialgleichungssystem

Der Losungsansatz ist nach all den Symmetrier
klassifiziert, welche das in (18) definierte Drei-Teil-
chensystem zeigt. Der in (23) erhaltene Ansatz wird
in die Schrédinger-Gleichung eingesetzt:

HWE-EWE.

~AY (=) (49 5

+{ ~4te1-B1r1 - D ([u] -

— (v— 3) cotu

(»—1%)*

sin? u

(B a)[- 5 -0+ Deotu] 6l — AV D) [ 5,

AV (—v+1) (j+7) |5, -

+{- 4101 -B11 - D (1w -

(v+4$)*

sin® u

—AVG=) GHv+ D) Gl — AV G+ + 1) [- 5

3 .
V=1=5400e,y]-

(v 1) cotu] ;',i_1+(c-"§- +A) L3
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Die Austauschoperation E;, bewirkt folgende Ko-
ordinatendnderungen:

u—>n—u, a—>n+4a, f—o>a-pf, y—>2a—y;
die restlichen Koordinaten bleiben unverandert. Aus
den Symmetrieforderungen fiir den Lésungsansatz

(23) ergeben sich damit folgende Beziehungen:

G (—u) = F (1)1 65 (u),

’i“ (a—u) == (-1)"" 2G5 (u). (24)

Die Ergebnisse der Anwendung von H auf die ein-
zelnen Glieder von ¥ sind im Anhang zusammen-
gestellt.

Da die 2 j+1 Funktionen 7%% , J5% linear unab-
hingige Funktionen sind, miissen die auftretenden
Koeffizienten verschwinden. Man erhilt so ein Sy-
stem von 2j + 1 verkoppelten partiellen Differential-
gleichungen fiir die inneren Funktionen G , GiF

GiE 1 -4V (j—v+1) (j+7) GiE,

=)+ AL+ + 3 —v—20- 1T +C - 1) +U-E} 6

~ 7+ 1) cotu | Gl =0,
(25)

—(r=13) cotu,]G’l',,i

_____ ) +A[jj+1)+3+rv—20(»+ H)2] -C 2—2 (r+ %) +U—E}G£EE

-0+ ) COtu}G2v+l =0,

Die GroBen A, B, D sind bereits in (16) definiert worden.
Die ersten beiden Zeilen des Differentialgleichungssystems (»= %) sind in (25) nicht enthalten; sie

lauten:

{—A4[e]-B[r] -

Dlu] +A4(j+¥)[j+3F (-1 4] +U-E} Gif

+{e B A+ 3 F (~0IF 0= 2 et 6

~AYG= DG+ [~

e +ati+ 17 ~vmrF -nmaf Seig

+{ 4Ll -Bl7] —5([u] _

af—cotu}Gi'g* =0,

(26)
i h? i
zu)+A[;<J+1)—%]—c " U—E} Gl
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Da in die Differentialgleichungen (26) die Paritit
des Losungsansatzes ¥j; eingeht, unterscheidet sich
das Differentialgleichungssystem der Eigenzustédnde
gerader Paritdt von demjenigen der Eigenzustinde
ungerader Paritat.

Die Losung der Schrédinger-Gleichung des Drei-
Teilchensystems ist damit auf die Losung dieser zwei
Differentialgleichungssysteme zuriickgefiihrt. Eine
weitere Reduktion der Losung ist erst moglich, wenn
niahere Annahmen iber die potentielle Energie des
Systems gemacht werden. Dies geschieht in Kap. III,
in dem das Drei-Teilchensystem als Modell fiir eine
bestimmte Gruppe von Atomkernen verwendet wird;
dabei ergeben sich interessante Vergleiche mit an-
deren Kernmodellen.

III. Behandlung von Kernen mit AuBlennukleon
und deformiertem Kernrumpf

Zur quantitativen Behandlung von deformierten
Kernen fithrt NiLsson ® eine Schalenmodellrechnung
durch mit axialsymmetrisch deformiertem Oszillator-
potential,
Term, der die Interpolation zwischen Oszillator- und
Kastenpotential wiedergibt. Das von ihm verwendete
Potential iibernimmt Kerman ¢ fiir die Behandlung
eines Modells aus Rumpf und AuBlenteilchen, wobei
der das Potential erzeugende Rumpf nicht mehr un-
endlich schwer angenommen wird, so daf} eine Wech-
selwirkung zwischen Teilchen- und Rumpfbewegung
auftritt.

1. Diskussion des Modells von Kerman

Der Hamilton-Operator von Kerman lautet:

H=Hg+H,+H, mit

A2 ye g2 e B2 re_ e
Hy= 20, (J?—T5? —js®) + 20, (J5*—js?)s
p2 l h2 2
H= {L +VinLa)l+gg (27)
h? ; i
Hc=—-é‘@"; (]+]_+]_]+).

Bis auf den Faktor & ist J der Drehimpulsoperator
des Kernes, L derjenige des Rumpfes und j der
Gesamtdrehimpulsoperator des Teilchens, alle dar-
gestellt durch die Komponenten in einem mit dem
Rumpf verbundenen Koordinatensystem; es ist
J=L+j. Die Groflen O und O, sind die Trag-

5 S. G. Nisson, Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Fys.
Medd. 29, 16 [1955].
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heitsmomente des axialsymmetrisch deformierten
Rumpfes; /5 bzw. j; die Komponenten von J bzw. j
in Richtung der Symmetrieachse des Rumpfes; J+,
j+ sind die entsprechenden Schiebeoperatoren. In H,
erkennt man in den beiden zusammengeklammerten
Termen den Hamilton-Operator des Nilsson-Modells;
jetzt ist aber m die reduzierte Masse aus Rumpi-
und Teilchenmasse.

Da in diesem Modell die Rumpfmasse als grof3
angenommen wird und das Teilchen an den Rumpf
stark gebunden ist, sind die Anregungsenergien von
Teilchen und Rumpfrotation sehr verschieden von-
einander. Kerman zerlegt den Hamilton-Operator in
einen ungestorten Anteil Hy=Hg+H, und einen
Storterm H.. Die Eigenzustinde von H, werden
durch einen Typ von Wellenfunktionen dargestellt,
der auch bei der Behandlung von Molekiilen ver-
wendet wird:

|lIMK Q) (28)
=3Cio(|jR2) Dyr+ (—1)/7%7i*2j— Q) Dis_x) .
p

Die GroBen Diysx sind die Kreiseleigenfunktionen

mit den Quantenzahlen des Drehimpulsoperators

des Gesamtkerns. Die GroBen = Cjo|j2) stellen
i

die Eigenzustinde zu H, in Form einer Entwicklung
nach Eigenzustinden |j Q) des kugelsymmetrischen
Anteils des Nilsson-Potentials dar; hierbei sind j

und 2 die zu j und j5 gehorigen Quantenzahlen. Da
H, den Term %(%2/@,) j* enthilt, sind die Eigen-
werte E, (2) von H, nicht die gleichen wie bei Nils-
son.

Die Eigenwerte von H ergeben sich zu:
EJKQ) = 5 [J(U+1) —K2— 2]
[
oo (K2—00) +Ey(2). 29
3

Kerman wihlt Zustinde |JM K Q) mit K=20
aus, da im Bereich niedriger Anregungsenergien der
Kerne die Rotation des Rumpfes um die Symmetrie-
achse nicht angeregt ist (O3 < 0,) ; ein Drehimpuls
in Richtung der Symmetrieachse kommt also nur
durch die Bewegung des Teilchens zustande.

Fiir Ey(J K Q) folgt dann:
E(IKK) = o 1U+1) ~2K2 + By (K). (30)

6 A. K. Kerman, Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Fys.
Medd. 30, 15 [1956].
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Die Eigenwerte Eq(J K K) zu verschiedenen Defor-
mationen lassen sich als Nilsson-Diagramm auftra-
gen: Auf den modifizierten Nilsson-Niveaus bauen
sich Rotationsbanden auf; jeder Bandenkopf ist
durch die Quantenzahl K des Drehimpulsoperators
J5 gekennzeichnet.

Der Storoperator H, liefert Matrixelemente der
Form:

(JK+1|H|JK)=Ag V(I -K) (J+K+]1)
mit Ag= — ;;TZC?‘K%JC:'K VGi-K)(j+K+1);
07
(THA] 1Y) = g (~D7g+ Ha BV
mit a= 2{Cul2(-1)*¥(+ 3).
7

a wird “decoupling parameter” genannt.

Zur Erlduterung der Berechnung der gestorten
Energieeigenwerte stellen wir ungestérte und ge-
storte Energiematrix durch zwei Schemata (Abb. 4
und Abb. 5) dar, die zum Gesamtdrehimpuls J ge-
horen. Dabei seien die modifizierten Nilsson-Zu-
stinde mit gleichem K durch den Index 2 unterschie-
den, indem wir fiir die Eigenzustinde von H| jetzt

| IMK;) schreiben.

K=1/2 11

K=%2

N\

Abb. 4. Ungestorte Matrix (H,). Die schwarz ausgefiillten
Rechtecke stellen die Diagonalelemente {H,) aus den Zustén-
den | JMK,), | JMK,) usw. dar.

K=%

/

K:{/z )
L Y

Abb. 5. Gestorte Matrix (Hy+ H¢). Die schraffierten Felder
sind mit den Matrixelementen (H¢) (31) gefiillt. Fiir K=1/2
gibt es auch Diagonalelemente.
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Bei der Berechnung der Energieeigenwerte nach
Kerman sind also folgende drei Aufgaben zu be-
wiltigen:

1. Diagonalisierung des Hamilton-Operators Hy, des
modifizierten Nilsson-Modells und Berechnung
der Entwicklungskoeffizienten Cjx .

2. Berechnung der Matrixelemente des Storoperators
H, (31).

3. Diagonalisierung von (H,+ H.) gemal Abb. 5.
Die Durchfithrung dieses Programms ist recht

mithsam. Kerman diagonalisiert infolgedessen nicht

die ganze Matrix (Abb. 5), sondern wihlt geeignete

(2 x 2)-Matrizen aus, die den Hauptbeitrag liefern.

AuBerdem pafit er sein Modell dem Experiment nicht

mit den primdr gegebenen Modellparametern an,

sondern mit den GréBen Ax und dem “decoupling
parameter’” a, wobei die Frage der Widerspruchs-
freiheit aller eingefiithrten Groflen offen bleibt.

2. Das Drei-Teilchensystem als Modell eines
Atomkerns

Wenn wir den Massenpunkten m; und m, gleiche
Masse M und einen festen Abstand o, geben, so kon-
nen wir das so entstandene Gebilde als Modell fiir
den Kernrumpf, den Massenpunkt mg als Aufen-
nukleon ansehen.

Die Behandlung dieses ,,Drei-Teilchen-Kern-
modells“ ist in unseren bisherigen Darlegungen ent-
halten. Das beim Ubergang zu einem festen Ab-
standswert ©, einzuschlagende Verfahren wurde
schon friiher erlautert (NipreL und Ruper 7). Der
Hamilton-Operator (18) bzw. das Differentialglei-
chungssystem (25), (26) enthalten demnach die Ko-
ordinate ¢ nur noch in der Form 4 = 4,=h?/M g2,
der Term — A[o] ist verschwunden.

Das Trigheitsmoment # M o,2 der Hantel ent-
spricht dem Trigheitsmoment ©, des Rumpfes bei
KermaN; das Tragheitsmoment um die Hantelachse
(Z'-Achse) ist Null. Ein Drehimpuls in Z’-Rich-
tung wird also nur durch eine Bewegung des Auflen-
nukleons mit der Masse mg erzeugt. Gegeniiber dem
Drei-Teilchensystem enthdlt das Kerman-Modell
einen Freiheitsgrad mehr, der jedoch durch die Aus-
wahl von Zustinden mit K =2 ausgeschaltet wird.

Kerman-Modell und ,,Drei-Teilchenmodell“ sind
dann vollig dquivalent, wenn in dem letzteren die

Wechselwirkung zwischen der Hantel (Rumpf) und

7 H. Nierer u. H. Ruper, Diplomarbeiten, Erlangen 1964
(unveroffentlicht).
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dem Massenpunkt mg (Teilchen) ebenfalls durch ein
Nilsson-Potential beschrieben wird. Mit den von uns
eingefithrten Koordinaten nimmt es die Form an:

Un=} s 05212 =S 02 V1[5 12 Y54 (u, 0)
+C(1/h%) S"-L," +D(1/h?) L,

Die hier auftretenden Parameter des Potentials, w,,
d, C, D sind genau die gleichen wie bei NiLsson,
Us ist die reduzierte Masse aus Hantelmasse und mg.
Der zweite Term in (32) werde mit —dU,, bezeich-
net. Im Hamilton-Operator des Drei-Teilchensystems
(18) ist also U+ Hgp durch den in (32) gegebenen
Ausdruck zu ersetzen.

Die Energieeigenwerte des Drei-Teilchenmodells
erhalten wir durch Losung des entsprechenden Dif-
ferentialgleichungssystems (25), (26). Die Methode,
die wir hierzu anwenden, wird ausfiihrlich bei Ru-
pER 8 diskutiert und kann als Entwicklung der inne-
ren Funktionen nach Funktionen eines ,ungestor-
ten* Problems gekennzeichnet werden. Die Entwick-
lungskoeffizienten sind aus einem homogenen Glei-
chungssystem zu bestimmen, das aus dem Differen-
tialgleichungssystem durch Einsetzen der inneren
Funktionen und Integration hervorgeht. Die Energie-
eigenwerte ergeben sich dann als Nullstellen der
Determinante des homogenen Gleichungssystems.

Als ,ungestortes“ Problem verwenden wir das
Drei-Teilchenmodell ohne den Term —o6U,,. Das
zugehorige reduzierte System (Abb. 2) hat folgende
Eigenschaften: u;, (Bahndrehimpulsoperator L,) ist
mit festem Abstand 9, an den Ursprung gebunden,
s (Bahndrehimpulsoperator L,, Spinoperator S)
bewegt sich in einem isotropen Oszillatorpotential
mit Zentrifugalterm [D(1/k?) Ly?] und Spin-Bahn-
Wechselwirkung [C(1/k?) L,*S]; die Bewegungen
von 4y und u, erfolgen also unabhéngig voneinan-
der.

Die Eigenzustinde mit definiertem Gesamtdreh-
impuls j werden durch eine Linearkombination von
Produkten aus drei Drehimpulseigenfunktionen dar-
gestellt gemédll der Kopplung der Drehimpulsopera-
toren im raumfesten Koordinatensystem

J=L1+J2=L1+ (S+L2):
T,-“=mZGC(li jojsmymu) C(3lyjo;omem)  (33)
“Yim, (01 91) 2(306) Ruy, (r) Yooy (95 @) .

Zur Definition von Wigner-Koeffizienten und Kugel-
funktionen verweisen wir auf Rose?; die Grofen

(32)

8 H. Ruper, Z. Naturforsch. 23 a, 579 [1968].
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%(%, £%) sind die Paulischen Spinoren, R, (r) die
normierten Radialfunktionen des isotropen harmoni-
schen Oszillators, wobei die Radialquantenzahl n und
die Drehimpulsquantenzahl I, mit der Oszillator-
quantenzahl N iiber N =2 n+ 1, verkniipft sind. Die
Eigenzustinde (33) werden analog zu Rupkr in die
Variablen von (25), (26) umgerechnet. Die inneren
Funktionen nehmen die Form an:

GiF =V(@2L+1)/2aC(lyj5j;0v»)
‘C(3lrjos 3v— 3 v)Ru,(r) Yy, -3 (u,0),
Gy =V Q2L +1)/2aC(lyjy j;0v%) (34)
‘C(}laja; — 3 v+ 3 V) Ru (1) Yy i1 (1, 0).
Die Paritit ist durch == (—1)%"% bestimmt.

Tritt zum ,,ungestorten Problem der anisotrope
Term —OU,, hinzu, so sind in (34) die Ausdriicke
fiir die inneren Funktionen durch Summen iiber die
Quantenzahlen I, Iy, j,, n zu ersetzen. Wie bei
RupEr an einem iibersichtlichen Beispiel erldutert
wird, ist es im Falle der Bestimmung der Energie-
eigenwerte durch ein Diagonalisierungsverfahren
vorteilhaft, die inneren Funktionen direkt nach den
normierten Funktionen V2 a Ry, (r) ¥Y1,,+1 (1, 0) zu
entwickeln, obwohl dann beim ,ungestorten” Pro-
blem die Energiematrix nicht diagonal ist.

G%t:'t :lz Ciﬁ,n VﬁRM,(T) lev— 1 (u, 0) )

G%vi = Z CJZEI:,n VﬁRnh(r) Yl,v+% (u, 0) )

lz,n

y=3%,..00]. (35)

Die Struktur der Energiematrizen fiir ,,ungestor-
tes“ Problem und Drei-Teilchenmodell zeigen die
schematisierten Matrizen in Abb. 6 und Abb. 7, die

zum Gesamtdrehimpuls j gehoren. Die Quantenzahl »
entspricht der Grofie K von Abb. 4 und 5.

;)C:f}/; L,n * ¢ ¢
V=92 ¢ | ¢ © @
V=3 ¢ | © | @

Abb. 6. Energiematrix des ,,ungestorten“ Problems. Die Fein-
schraffur kennzeichnet den Anteil der Matrixelemente, der von
der Spin-Bahn-Wechselwirkung herriihrt.
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Abb. 7. Energiematrix des Drei-Teilchenmodells.

Im ersten Fall (Abb. 6) ist jede innere Funktion
nur eine Funktion vom Typ V27 R, (r) Y4,,+1(u, 0).
Dem Differentialgleichungssystem (25), (26) ist zu
entnehmen, daf} jedes ,,v-Kastchen“ auf der Haupt-
diagonale und den je zwei benachbarten Diagonalen
nur von einem Matrixelement besetzt ist.

Im zweiten Fall (Abb. 7) sind die inneren Funk-
tionen Summen der Entwicklungsfunktionen. Des-
halb entarten alle Matrixelemente in den ,,»-Kast-
chen“ von Abb. 6 zu Untermatrizen in Diagonal-
form; den Untermatrizen der Hauptdiagonale wer-
den noch die Stormatrizen mit den Elementen

(VﬁRn'l,' Y71 (u, Ol
_-6Uan'l VZFZ Rnl, le,,:;% (u; 0)) (36)

iberlagert, was die Grobschraffur in Abb. 7 andeu-
ten soll.

Wir sind damit an einem Punkt angelangt, wo
wir unsere Methode zur Berechnung der Energie-
eigenwerte mit derjenigen von KErmaN vergleichen
konnen.

Die Energieeigenwerte werden bei uns durch Dia-
gonalisierung einer einzigen Matrix (Abb. 7) erhal-
ten. Die Energiematrix des ,,ungestorten” Problems
ist im Gegensatz zu Kerman nichtdiagonal; ihre
Energieeigenwerte werden jedoch bei der Diagonali-
sierung der Matrix (Abb. 7), die notwendigerweise
mit einem Rechenprogramm an einer Datenverarbei-
tungsanlage durchgefiilhrt werden muf}, fir 6=0
miterhalten.

Da das Modell an das Experiment anzupassen ist,
wird man zur besseren Ubersicht entsprechende Nils-
son-Diagramme zu verschiedenen Parametersitzen
Ay, C, D aufstellen. Dazu miilten nach Kerman in
einem ersten Diagonalisierungsverfahren fiir jeden
Satz von 0, C, D die Energieeigenwerte E,(K) in
(30) und die Koeffizienten C;x berechnet werden,
und mit letzteren die Matrixelemente (31) fiir das
zweite Diagonalisierungsverfahren. Es ist daher ver-

575

standlich, weshalb Kerman den “decoupling para-
meter” a und die Groflen Ak zur Anpassung ver-
wendet.

Bei unserer Methode gehen die primér gegebenen
Modellparameter auf einfache und iibersichtliche
Weise in den Diagonalisierungsproze3 ein. Die zu
diagonalisierende Matrix (Abb. 7) laBt sich folgen-
dermaflen zerlegen:

M =M (0) +0M (Uan)
+AyM(J) +CM(SB) +DM(Z). (37)

Im einzelnen bedeuten M (0) eine Diagonalmatrix
mit Energieeigenwerten des isotropen harmonischen
Oszillators, M (U,,) eine Matrix mit den Elementen
(36) bis auf den Faktor 4, M(J) eine Matrix, die
bis auf den Faktor A4, alle mit 4, multiplizierten
Elemente von Abb. 7 darstellt, M (SB) und M(Z)
Matrizen, welche anlog zu M (J) durch die Matrix-
elemente der Spin-Bahn-Wechselwirkung und des
Zentrifugaltermes definiert sind. Die Elemente von
M (U,,) sind bei NiLsson zu finden. Alle anderen
Matrizen sind einfach zu berechnen, wie man sich
leicht am Differentialgleichungssystem (25), (26)
iiberzeugt.

Zur Diagonalisierung der Matrix (37) wird ein
Rechenprogramm von Rupkr iibernommen, das sich
bei dhnlichen Problemen bewahrt hat. Dieses Pro-
gramm ist sa gestaltet, dal in die Datenverarbei-
tungsanlage die Matrizen M (0), M(U,,), M(J),
M (SB), M(Z) sowie die Parametersitze 9, A, , C, D
als voneinander unabhéngige Dateneinheiten einge-
geben werden. Daher ist die eigentliche Rechenarbeit
in der Aufstellung der fiinf Matrizen zu suchen; es
sei noch angemerkt, da} sich die Matrizen (37) zu
verschiedenem Gesamtdrehimpuls ab einem gewis-
sen J nur durch die Matrizen M (/) unterscheiden.

Es zeigt sich also, da8 die hier gegebene Losungs-
theorie die Behandlung eines Kernmodells erlaubt,
welches zwar physikalisch demjenigen von Kerman
weitestgehend entspricht, wobei sich jedoch bei un-
serer Methode eine recht einfache Bestimmung der
Energieeigenwerte ergibt. Eine Folge davon ist, dal
die primar gegebenen Modellparameter (Potential
des AuBlennukleons, Triagheitsmoment des Rumpfes)
auf einfache und eindeutige Weise durch Anpassung
an das experimentelle Termschema erhalten werden.

3. Numerische Rechnungen zum Drei-Teilchen-
Kernmodell

Wir beschrianken uns auf Zustiande, die im Bereich
der tieferen Oszillatorschalen liegen.
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Als Entwicklungsfunktionen fiir die inneren Funk-
tionen wihlen wir Oszillatoreigenfunktionen aus der
Schale N=1 bzw. N=2, da wir wie Nirssox die
Kopplung mit den iibernachsten Schalen, also N =3
bzw. N =0, 4, vernachlassigen.

Um die numerischen Ergebnisse im Zusammen-
hang mit dem Diagramm von NiLsson zu diskutie-
ren, halten wir uns an die Bezeichnungen von
Niusson. Im Differentialgleichungssystem setzen wir
r=(h/us wg)tr’ und E=h wyE" und schreiben im
folgenden statt der dimensionslosen GréBen r’, E’
wieder r, E. Dann geht (32) tber in:

Uy=34r2—0 4 V372 Yy (u,0)
(3 1 ’ ’ ) 1 79
S ’7’2 ;L;S 'Lg = 77{ o K2 Lg . (38)

Die Definition der dimensionslosen Parameter 9, 7, u
ist wie bei NiLsson:

d 4 16 (o]
=", 1= 3 2_"’63 ?
_ 1 C 2D (39)
=T rary T ¢

Der Modellparameter A, =h?/M g,> geht in den di-
mensionslosen Ausdruck %/M gy2 w, iiber; dieser sei

wieder mit 4, bezeichnet. Den letzten Term von (38)
lassen wir wie NiLsson weg, da wir nur die Schalen
3 0]
M@O)= 3
0 b3
]= % 2 |
4 —-V2 —YV6
M)=|-v2 5 —V3
—V6 —V3 3
Fiir j = § treten stets (3 x 3)-Matrizen auf.

b) N=2
Die inneren Funktionen lauten:
Gy =Ciis V2 Ryy(r) Yo, - (u,0)
+C’wo V27 Rys(r) Yo, -1 (u,0),

H. NAPFEL

N =1, 2 betrachten. Wir fithren noch die Gro3e

E=‘i=}t 1-

4 16 ¢
= 52 . 20 83
n 3 9 27 0

ein; da der Deformationsparameter 0 im Intervall
—0,3 <0 0,3 liegen soll, folgt: £~ . Die Be-
ziehung (37) geht dann iiber in

M=M(0) +6M(U:m)+A0M(])
a) N=1

Die inneren Funktionen lauten:

1v10 V2 n Roi(r) Y11 (u,0),
2v10 V2 T ROI(r) le +3 (u” 0)

Analog zu Borr und MorteLson ? wihlen wir solche
Zustédnde aus, die wir bei der Untersuchung der Aus-
tauschoperation E;, in Kap. II, Abs. 2 ¢, mit ,,sym-
metrisch® bezeichnet haben. Aus den Symmetriefor-
derungen fiir die inneren Funktionen (24) folgt,
dall wir es bei N =1 mit Zustianden ungerader Pari-
tit zu tun haben; also G} =G

Aus dem Diﬁerenﬁalgleldlungssystem (25), (26)
erhalten wir z. B. fiir j= 4, j = } folgende Matrizen:

+S$M(SB). (40)

GJ':t

v =

Gl

30 —2 0]
M(O) = | 6 5 M(Uan) = 0 1
- | 4 0 —
M) = 2;/2252 MsB) = _57f
3 00
M(U:m)= 0 % 0
0 0 3}
0 —y2 o0
M(SB) = V2 1 0
0 0 -1

Die Symmetrieforderungen (24) fir symmetrische
Zustinde lassen nur Zustinde mit gerader Paritit
zu, so daB nur die Funktionen G} und G% auf-
treten.

Entsprechend zu oben erhalten wir fir j=13%

Givi + V2aR Yo,. s (2,0 (3 x 3)-Matrizen, fir j=3 (5x5)-Matrizen und
i 2 my2a 10(r) Yo, 4 (,0) fiir alle j = % (6 x 6)-Matrizen. Als Beispiel geben
Coan V27 Rz (1) Y,y (1, 0). wir die Matrizen fiir j=$ an:
‘ ¥ 0 zy2
i § 0 /2 —% ‘ 0
M(O) !l : % M(Uan) = ! — ‘T
0 §

<o

9 A. Bonr u. B. R. MorreLson, Kgl. Danske Videnskab. Selskab, Mat. Fys. Medd. 27, 16 [1953].
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6 0 0o 0o o0 0

i 0 12_7—]/24-—]{/478 ;’/;. 0

0 —VY24 14 —V8 —VY32 0
MD=1 o _yis —yg 12 2 —ym
L0 0 —y32 2 9 —V5
| o 0 0 —Y20 —}Y5 5 |

Die Matrizen wurden fiir verschiedene Parameter-
sitze 0, A, & und verschiedene Werte von j diago-
nalisiert. Die erhaltenen Energieeigenwerte sind als
Funktion des Deformationsparameters 6 in den Ab-
bildungen 8, 9 und 10 dargestellt.

E | - J=%
haw, e S B

2,8 &

-0,2 -0, 0 0,1 0,2 0,3

Abb. 8. Energieeigenwerte des Drei-Teilchenmodells als
Funktion des Deformationsparameters 9.
Ay=0,0010 und £=0,0500.

Wir betrachten zunéachst den Fall kleiner 4,-Werte,
d. h. groBer Tragheitsmomente des Rumpfes. In
Abb. 8 ist 4y=0,0010. Dieser Wert liegt in der
Kernphysik beispielsweise dann vor, wenn der Rumpf
aus zwel a-Teilchen mit dem sehr groflen gegensei-
tigen Abstand von ca. 20-1071% cm bestehen wiirde.
Im Grenzfall 4y— O ergeben sich die — nicht ge-
sondert eingezeichneten — Energieniveaus des Nils-
son-Modells. Die Aufspaltung entspricht den ver-

577
0 0 o 0 0 0
0 0 —¥6 o 0 0
0 —16 1 0 0 0
M(SB)=| 0 0 -1 -2 0
0 0 0 -2 2 0
0 0 0 0 0 -2

schiedenen Werten des Gesamtdrehimpulses j, die
wegen der Mitbewegung des Rumpfes méglich sind.

In Abb. 9 ist 4,=0,0050; der obige Abstand
wire ca. 10-10713 cm. Die Nilsson-Niveaus spalten
in diesem Fall schon wesentlich starker auf.

-0,3 -02 -01 0 0,1 0,2 0,3

Abb. 9. Energieeigenwerte. 4,=0,0050 und &=0,0500.
Darstellung der verschiedenen Drehimpulswerte wie in Abb. 8.

Abb. 10 stellt den Fall 4,=0,0167 dar; der
obige Abstand wire ca. 5:10713 ¢m, also eine fiir
das gewahlte Beispiel einigermaflen sinnvolle Grofle.
Das Eigenwertspektrum wird hier stark von der
Mitbewegung des Rumpfes bestimmt; die gezeich-
neten Rotationsbanden iberlappen sich innerhalb
einer Oszillatorschale betrdchtlich. Fir N=2 sind
nur Energieeigenwerte zum Gesamtdrehimpuls
j=%,3,% dargestellt.
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Auf der Ordinate (6 =0) sind wieder die Energie-
eigenwerte des ,,ungestorten” Problems zu finden.

Fir die Anwendung der hier durchgefiihrten Rech-
nungen auf schwere ug- und gu-Kerne (4 =150 bis
250) miissen hohere Oszillatorschalen mit V=4, 5, 6
betrachtet werden. Dies wird in einer spidteren Ar-
beit geschehen.

Herrn Professor Dr. H. Vorz danke ich fiir sein
wohlwollendes Interesse an dieser Arbeit und fiir viele
niitzliche Anregungen. — Ferner waren die zahlreichen
Diskussionen mit Herrn H. Rupkr fiir diese Arbeit sehr
fordernd. — Die numerischen Rechnungen wurden an
einer Datenverarbeitungsanlage Siemens DVA 2002
ausgefiihrt. Der Firma Siemens AG mochte ich fiir die
groBziigig zur Verfiigung gestellte Rechenzeit danken.

2,0

-0,3 -0,2

-0.1 o 0,1 0,2 03 Abb. 10. Energieeigenwerte. 4,=0,0167 und £=0,0500.

é Darstellung der verschiedenen Drehimpulswerte wie in Abb. 8.

Anhang (Formelsammlung)

Die Schrodinger-Gleichung zum Drei-Teilchensystem in Kap. II, Abs. 2, 1dBt sich wegen der linearen Un-
abhingigkeit der Entwicklungsfunktionen J{% , T3 in ein Differentialgleichungssystem iiberfiihren. Hierzu
werden die folgenden Ausdriicke berechnet:

L2 0 =R {[jG+1) + § =21 B -V (i—»+1) (j+2) B},
L35 =[G +1) + 3+ T — VG_v) G+7+1) K},
Ly Ji =h2(v — $)2 055, Ly Vo =h2 (v + 3)2 j.;w H

0 %

0 Y=k (VG- D G |- 2 - <‘v+%)cow]7é,a_1—[—i—<v+%>cotu

mit 5=L

Il

. 3 .
Vi —[a — = B) cotu|Tii

—é% —(v—= 1) cotu

2 Y G—r 1) G+7)

VG G |3~ 0= 3 cota K]
Thii

3
SVGA G D) |5 - 0+ D) cotu]jg,‘,ﬂ}
+COU¢LZ] ’[—hﬁ +c0tuLz'];
%k}

Jiﬁ} 2

(r—3 V5 [aau (v— %) cotu

— O+ DY+ [—5 — 0+ B cotu
G+ DU+ EF (DI T
[—1 G+ D (-2 M5+ VG- D G+ D 5 T,

[—1 G+ B (~1)i ] [—% —cotu] Wi + VG~ G+ |55 —cotu|

r—Hr—’—x\n



